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文章 编号 :1005-3085(2010)01-0021-09 


三 状态 开关 式 波动 率 的 美式 看 跌 期 权 


(华南 师范 大 学 数学 科学 学 院 ， 广 州 510631) 


摘 要 : 本 文 研究 三 状态 开关 式 波动 率 美式 看 跌 期 权 的 定价 问题 ， 假 设 波动 率 o(t) 取 三 个 不 同 的 
值 ci, o2, c3， 分 别 对 应 于 股市 中 的 能 市、 振荡 市 和 牛市 ， 利 用 人 对冲 技巧 得 到 了 有 三 条 自由 边 
Fe ( 即 最 佳 实施 边界 ) 的 变 分 不 等 式 模型 ， 作 为 其 应 用 ， 本 文 得 到 以 下 结果 : 车 当前 股票 市 场 处 
于 熊市 (牛市 )， 则 在 一 定 条 件 下 ， 三 状态 开关 式 波 动 率 美式 看 跌 期 权 的 最 佳 实施 边界 比 标准 美式 
看 跌 期 权 的 最 佳 实施 边界 大 (小 )， 且 三 状态 开关 式 波 动 率 美 式 看 跌 期 权 的 价格 化 标准 美式 看 跌 期 
权 的 价格 低 (高 );， 若 当 前 股票 市 场 处 于 振荡 市 ， 则 在 一 定 条 件 下 ， 三 状态 开关 式 波动 率 美式 看 跌 
期 权 的 最 佳 实施 边界 比 标准 美式 看 跌 期 权 的 最 佳 实施 边界 小 (大 )， 且 三 状态 开关 式 波动 率 美式 看 
跌 期 权 的 价格 比 标准 美式 看 跌 期 权 的 价格 高 ( 低 )。 
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1 引言 


近年 来 ， 很 多 学 者 对 开关 式 波动 率 期 权 的 相关 问题 做 了 大 量 的 工作 。Yao 等 叫 用 数值 方法 
计算 了 有 限 状态 开关 式 波动 率 欧 式 期 权 的 价格 。Guofz,3l 导出 了 二 状态 开关 式 波动 率 欧式 期 权 
与 二 状态 开关 式 波 动 率 永久 美式 回 望 期 权 的 稳 态 解 。Guo M Zhang 导出 了 二 状态 开关 式 波动 
率 永久 美式 看 跌 期 权 的 稳 态 解 ， 并 利用 Dynkin 公式 证 明了 解 的 最 佳 性 。Jang 和 Koo 回 得 出 了 
以 下 结论 : 二 状态 开关 式 波动 率 美式 看 跌 期 权 的 价格 等 于 二 状态 开关 式 波 动 率 欧式 看 跌 期 权 的 
价格 与 合约 增加 提前 实施 条 款 而 需要 增 付 的 期 权 金 之 和 ， 并 且 证 明了 此 价格 是 自由 边界 问题 的 
唯一 解 ， 对 于 二 状态 开关 式 波动 率 永久 美式 看 跌 期 权 而 言 ， 它 的 价格 在 熊市 高 于 牛市 ， 而 最 佳 
实施 边界 在 熊市 小 于 牛市 。Bufhinton 和 Elliottfl 给 出 了 有 限 状态 开关 式 波动 率 欧式 看 涨 期 权 
价格 所 满足 的 偏 微分 方程 ( 即 耦合 的 Black-Scholes 方 程 ) 与 不 光滑 的 边界 条 件 ( 即 (8 — K)*), 
并 得 到 了 二 状态 开关 式 波动 率 美式 看 跌 期 权 所 满足 问题 的 逼近 解 。Yao 等 四 建立 了 有 限 状态 开 
关 式 波动 率 欧式 期 权 价格 所 满足 的 偏 微分 方程 模型 ， 并 给 出 了 光滑 的 边界 条 件 ， 在 此 基础 上 证 
明了 此 问题 存在 唯一 的 古典 解 以 及 解 的 收敛 性 。 

在 现实 的 金融 市 场 中 ， 能 市 股票 波动 率 通常 比 牛市 大 ，Yi 四 研究 了 股票 波动 率 取 两 个 不 
同 值 o1 (熊市 )，o (牛市 ) 的 情形 。 实 际 上 ， 股 票 市 场 往往 既 不 处 于 熊市 也 不 处 于 牛市 ， 而 大 
约 70% 左 右 的 时 间 处 于 振荡 市 ， 本 文 在 上 述 工作 的 基础 上 ， 讨 论 了 股票 波动 率 取 三 个 不 同 
值 o1 (熊市 )，o2 (振荡 市 )，cs (牛市 ) 的 更 为 一 般 的 情形 。 


收 稿 日 期 : 2008-05-26. 作者 简介 : 魏 云 霞 (1980 年 7 月 生 )， 女 ， 硕 士 . 研究 方向 ， 非 线性 偏 微分 方程 及 其 在 金融 
数学 中 的 应 用 . 
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2 ”模型 的 建立 
假设 股票 价格 S 遵循 几何 Brown 运动 
dS; = uSdt + o(a) SdWi, 


其 中 凡是 期 望 回 报 率 ，Wi 是 标准 布朗 运动 ，o 是 波动 率 ，a = {1,0, 一 1}， 当 股票 市 场 处 于 熊 
市 时 av =1, 处 于 牛市 时 oa 一 一 1， 处 于 振荡 市 时 at 一 0， 而 且 


l, a= 1 
olat)= 4 oz of =0 
03, Q, = —1 


i Vi(St,t) =V(St,t,01), Va(St,t) =V(St,t,02), Va(St,t) = V (Stt, 03), 
分 别 为 股票 市 场 处 于 能 市、 振荡 市 、 牛 市 时 美式 看 跌 期 权 的 价格 ， 建 立 无 风险 投资 组 合 
mt = Vi (Se, t) — ASe (1) 
FF nre 是 无 风险 的 ， 故 
可 (dms) = rmydt = r[Vi(S:,t) — AreSi]dt, (2) 


其 中 瑟 为 数学 期 望 ，r 为 无 风险 利率 ， 若 股票 市 场 在 时 刻 上 处 于 能 市， 假设 股票 市 场 在 未 
来 短 时 间 内 进入 牛市 的 概率 为 Xisdt， 进 入 振荡 市 的 概率 为 Xizdt， 仍 然 保 持 在 熊市 的 概率 
为 二 Aydt — M13dt, 其 中 和 12， 和 13 为 正常 数 ， 则 有 


Eldru) = (1— M2dt— Msdt)(dVi — Ard St) 
+Ar2dt[(V2 — Vi) — AidS:] + Arsdt[(Vs — Vi) — Aired St] 
= (1— M2dt = Madt) [(av + 3209820ssVi )dt + (BGsVi — Al)dsi] 
十 Xlzdt[( 公 一 三 ) — AitdSi] + Argdt[(V3 — Vi) — Ards]. 
SAyW=0sV;, AK dt HMMA DE, AG 
五 (drli) = (avi + 50?8?ðssV1 at + M2dt(V2 — Vi) + Aisdt(V3 — Vi). (3) 
合并 (2) 与 (3)， 利 用 最 佳 性 ， 得 
OV + 308820ssV + à12(V2 — Vi) + A13(V3 — Vi) < r(Vı — SOsV), 
即 


1 
OV + 5715 OssVi +rSOgV; — rV + A12(V2 — Vi) + A13(V3 — Vi) < 0. 


2 
t=T-r, LiVi= OV; — E SPPSS Vi — r 3S V; + rV, i=1,2,3, 
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又 由 于 你 > (K-S)+, A 

min{£, Vi + Ar12(Vi — V2) + Aus(Vi — V3), Vi — (K — S)t} =0. 
用 同样 的 方法 得 

min{ £2V2 + 21 (V2 — Vi) + Ava(V2 — Va), V2 — (K — S)*} =0, 


与 
min {£3V3 + Agi(V3 — Vi) + à32(V3 — V2), V3 — (K — S)*} =0. 


在 时 刻 工 ( 即 7 = 0) 时 ， 与 标准 美式 看 跌 期 权 一 样 ， 收 益 函 数 为 (K 一 5)+。 因 此 三 状态 开关 式 
波动 率 的 美式 看 跌 期 权 问 题 就 是 寻求 Vi(S,7), Vo(S,7), V3(S,7)， 使 其 满足 


min{£1V; FAV — V2) + à13(Vi — Va), Vi - (K —S)*} =0, S>0, 0<7<T, 
min{£2V2 + Aa (V2 — Vi) + A23(V2 — V3), V2 — (K -S)t} =0, S>0, 0<7<T, (4) 
min{£3V3 + A3i(V3 — Vi) + à32(V3 — V2), V3 — (K —S)*}=0, S>0, O0<7<T, 
Vi(S,0) = Vo(S,0) = Va(5,0) = (K —S)*, S>0. 
其 中 
LiVi=OVi— SPOS V; —rS0sVi +rV, i=1,2,3, 
T 二 了 一 t,t 为 时 间 , 代为 期 权 的 到 期 日 ，5 为 时 刻 t 时 的 股价 ，Vi(S,7) 为 在 时 刻 t 波 动 率 
为 oi 时 的 期 权 价格 ，r 和 KK 分 别 为 利率 和 敲定 价格 ，a1, aa, 03, M2, 和 13, A21, A23, Asi, A32 均 
为 正常 数 。 根 据 Fichera 定理 (参见 [9]), FES = 0 处 不 需要 给 边界 条 件 。 
3 Wii, MEANT EEE 
为 了 证 明 问 题 (4) 的 解 的 存在 性 ， 建 立 惩罚 函数 t) ( 见 图 1)， 满 足下 列 条 件 
Pelt) € C?(—co, +00), Blt) <0, B(t)>0, B(t) <0, 


这 里 B.(0) = ~Co, (Co > 0, 定义 见 (12))， 并 且 


l 0， t>0, 
li (0) = 


—00, <0. 


HF (K 一 5)+ 的 光滑 性 不 够 好 ， 我 们 需要 定义 如 图 2 所 示 的 函数 7e(t)。 


t, t>e, 
m(th=4 7, ltl <e, 
0, t<-e 


Tet) EC”, O<n.(t)<1, 7m, (t)>0, lim re 人 = t*. 
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0 E 
-Ci 
i 一 6 € t 
图 1: Belt) 4) BIKAR 图 2: me (t) hI HAER 


首先 ， 我 们 在 区 域 (5o, +00) x (0, T) 上 考虑 问题 (4) 


min{£L1Vi + A12(Vi — V2) 

+ Ais(Vi — V3),Vi — (K -S)t} =0, S>S, O<7<T, 
min{L2V2 + A21(Ve — Vi) 

+ à23(V2 — V3), V2 — (K —S)t*}=0, S>S, O<7T<T, 5) 
min{£L3V3 + A31(V3 — Vi) 

+ A32(V3 — V2), V3 — (K —S)*} =0, S>S, O<7<T, 
Vi(So,7) =K—So, i=1,2,3, 
Vi (S, 0) = Va(S,0) = V3(S,0) =(K—S)*, S> So. 


其 中 

2rK 
arto? 
是 波动 率 为 ol 时 永久 美式 看 跌 期 权 的 自由 边界 (参见 [10])， 我 们 将 要 证 明 所 有 的 自由 边界 都 落 
在 区 域 {S > 50} 内 ， 因 此 我 们 可 以 通过 在 区 域 (So, +00) x (0, T) 上 求解 来 处 理 算 子 的 退化 问 
题 。 现 在 在 有 界 区域 (So, R) x (0,T) 上 考虑 问题 (5) 


So 


min{L Vi + M2(Vi — V2) 

+ A13(Vi — V3),Vi — (K - S)*}=0, So<S<R, O<7<T, 
min{£L2V2 + Aoi (V2 — Vi) 

+ à23(V2 — V3), V2 — (K -S)t*} =0, S9<S<R, 0<7<T, 6) 
min{£3V3 + A3i(V3 — Vi) 

+ A32(V3 — V2), V3 — (K — S)*}=0, S9<S<R, 0<7<T, 
Vi(S0,7) = K — So, Vi(R,7)=0, i=1,2,3, 
V,(S,0) = Va(S, 0) = V3(S,0) =(K—S)*, So<SK<R. 
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Ep RAIERR, WR = (So, R) x (0,T), 8,Q EKR OR 的 抛物 边界 ， 考 虑 (6) HiT 


引 理 1 
性 问题 


| LaVi, + M2Vi,e + M3Vie + Be(Vi,e — Ae(K — S)) = Aro f2 + Ais f3, 


LiVije + M2Vi,e + M3Viet be(Vi e ~ Te(K — S)) 

= Al2V2,e + A13V3,€; So<S<R, 0<7<T, 
L2V2,e + A21 V2, + A23V2,e + Be(V2,e ~ T(K — S)) 

= A21 Vie + A23V3.,€, So<S<R, 0<7T<T, 
LaVa,e + M31V3,e + M32V3,e + Be(V3,e ~ me(K — S)) 

= A31 Vie + M32 V2,e, So<S<R, 0<7<T, 


Vie(S,7) = T(K — 5), 4=1,2,3, (9,7) € O08. 


Vi e(S,7) =7(K —S), (S,7) € 0,02 


存在 唯一 解 Vi,c © We (O8), p< +00 HO< Vie < K +e- Soo 


So<S<R, 


(a) 对 固定 的 e， R, fo € L® (QR), fs € L™” (NQF), 0 < fa; fs < K+e- So» 非 线 


0<7r<T 


(b) 对 固定 的 s, R, fi € LOO), fa € LONE), 0 < fi, fa < Kt+e—So, 韭 线 性 问题 


V2,<(S,7T) = ne(K —S), (S,r) € 0,0F 


LaVe + À21 V2,e + À23V2,e + Bee — Te(K — 5)) = A21 fi + à23 f3, 


存在 唯一 解 Ve E WP (OF), p< +00 m ELO < Vze < K +e- Soo 


So < S < R, 


0<7r<T 


(c) 对 固定 的 s, R, fı € LO(OF), f2 € LO(NF),O< fi, f2 < K+e— So， 非 线性 问题 


| LsVae + Ms1V3,c + Ms2V3,e + fil Voc — Ae(K — 5)) = As1 fi + Ms2fo, 


V3,e(S,T) = re(K — S), (5, 7) E ONF 


存在 唯一 解 V3 。e W21(Q8), p<+o0 而 有 0<Ve<K+e- Soo 
, p T j 


引 理 2 ”对 固定 的 e, R, WE (7) 存在 解 


而 且 


(Vi e> Va,es V3,e) E We (QF) x WZ (NB) x WPF), p< +00. 


O<Vie< K+e-Sp, i=1,2,3. 


引 理 3 对 于 问题 (7) 的 解 (Vi,e, V2,e, V3,e)， 下 面 的 一 致 估计 成 立 


Te(K — S) < Vie < K +e -— So, i = 1,2,3, 
—Co < B(Vi,e — Te(K — S)) <0, = 1, 2,3, 


-Vie 20, i=1,2,3. 


So < S < R, 


O<r<T 


26 T EF 数 学 学 R 第 27 卷 


其 中 
Co = max{ (2r 十 Xiz + A13)(K +1), (27 + àz + do3)(K +1), (2r + Agi + A32)(K + 1)}. (12) 
引 理 4 对 固定 的 RR > 0， 问题 (6) 存在 唯一 解 (V, Vo, Vs) E V; € Op) x W225.(Q8)。 
由 于 问题 (6) 的 解 是 唯一 的 ， 为 了 得 到 8sVi 与 6ssVi 的 性 质 ， 我 们 考虑 (6) 的 另 一 逼近 
LiUie + M2Uie + A13U 1,6 + belU, e +€ — T(K — S)) 
= Al2U2,e + M3U3,e, So<S<R, 0<7<T, 
LU 2,¢ + A21U 2, + A23U2,¢ + Be(U2,< +€ — T(K — S)) 
= M21U1,e + A23U3,, So<S<R, 0<7<T, (13) 
LaUs,e + A31U3,¢ + M32U3,e + Be(Use + € — eK — S)) 


= M31U1,e + A32QU2,€, So<S<R, 0<7< fT, 
Ui,e(S,7) = Te(K — S), #=1,2,3, (S,7) € 0,98. 
5132 5 
OsUie <0, OssUie > 0, i=1,2,3, (14) 


RW Nr = (So, +00) x (0,T)， 有 以 下 定理 。 
定理 1 问题 (5) 存 在 解 (Vi, Vo, V3), Vi € COr)NWeiL (Or), 而 且 


(K-S)*<Vi< K-S, i=1,2,3, (15) 
a,Vi20, i=1,2,3, (16) 
OsVi <0, i=1,2,3, (17) 
OssVi>0, i=1,2,3. (18) 
4 自由 边界 的 性 质 
定理 2 假设 
01 > 02 > 03, (19) 


WW 1) “reg > Aus, X21 > Asi 时 有 
Vi(S,7) > Vo(S,7) > V3(S,7), S>, 0<7<T, (20) 
而 且 
V3 (9,7) < Va(S,7) < Va(S,7) < Vi(S,7) < VR(S, T), S>So, O<7<T. (21) 
2) 4223 > Ais, M21 > Agi H X23 = OMA 


他 (Sr) > V2(S,7), S>So, 0O<7<T. (22) 
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当 A23 > A13, X21 > X31 E àz = 0 时 有 
Va(S,7) < V2(S, T) S>So, O<7T<T. (23) 


LEV, VE, VE 分 别 是 波动 率 为 o1, 02, as 时 的 标准 美式 看 跌 期 权 的 价格 。 
由 (18) 可 得 


OsVi(S,7) > 89sVi(Sor) = -1, $2> So, i=1,2,3, (24) 
即 
Os(V; -(K —S))>0, S>S, i=1,2,3. (25) 
H (25) 定义 自由 边界 
Si(r) = sup{S|Vi(S,7) =(K-S)t}, 0<7<T, 
S2(r) = sup{S | Va(S,7) =(K-S)*}, O<7<T, 
S3(r) = sup{S | V3(S,7) = (K —S)t}, O0<7<T. 
又 由 于 8.Vi > 0, WA 
a,(Vi —(K —S))>0, i=1,2,3. (26) 


定理 3 S51(7), So(r), S3(7) 是 连续 且 单 调 递 减 的 ，Si(r) e C°(0,T], i = 1,2,3， 并 且 
1) 当 Xzs > Ais, M21 > Asi 时 有 ( 见 图 3) 


SI(7) < $1(7) < S2(T) < $3(7) < $9(7), O<7<T, (27) 


S1(0) = S2(0) = $3(0) = K. (28) 


图 3: 最 佳 实施 边界 之 间 的 大 小 关系 


2) reg > Ais, X21 > Asi H Avs = OMA 
So(r) < S39(7), O<7<T. (29) 
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2 A23 > A13, X21 > Asi B. àz =0 时 有 
S2(r) > $2(7), 0<7<T. (30) 


5 ”唯一 性 
定义 函数 类 
B = {(Vi, Va, Vs) E€ Wo, (Or) x W247, (Ar) 
x Wrinc(@r) | lim Vi=0, OsVi 是 有 界 的 , i = 12,3}. 
附注 1 由 (17) 与 (27) 可 得 在 条 件 Az > Ars, Avi > Asi 下 有 一 1 < OsVi < 0 而 且 


lim Vo?(S,7)=0, i=1,2,3. 
S—+00 


故 由 (21) 在 条 件 A23 > A13, X21 > Asi F> 
lim V,(S,r)=0, i=1,2,3. 
S—+00 
故 在 函数 类 B 中 讨论 唯一 性 是 合理 的 。 


定理 4 问题 (5) 的 解 在 函数 类 BB 中 是 唯一 的 。 
附注 2 ”由 定理 1 与 定理 4 可 得 问题 (4) EKE (So, +00) x (0,T) 上 边界 条 件 为 


Vi(S0,7)= V2(So, 7) = Va(So0,7)= K — So 
时 存在 解 ， 并 且 在 函数 类 互 中 是 唯一 的 。 定 义 
Vi(S,7) = Vo(S,7) = V3(S,r) =K—-S, 0<S<Sp, 
w 
Q = (0, +020) x (0, T), 
B = { (V1, Va, V3) € Weioe (9) x Wp toc (9) 


x Wrrioe(®) | lim Vi=0, 3V: EAF, i= 1,2,3}. 


p,loc 


因此 ， 在 函数 类 6 中 问题 (4) 存在 唯一 解 。 
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American Put Options with Three-state Regime Switching Volatility 
WEI Yun-xia, YI Fa-huai 


(School of Mathematical Sciences, South China Normal University, Guangzhou 510631) 


Abstract: This paper discusses the fair price of American put options with three-state regime switch- 
ing volatility. Assuming that the volatility a(t) takes three different values a1, 72, 73 which correspond 
to bearish, an oscillatory and a bullish stock market, respectively, and applying the A hedging tech- 
nique, we obtain a system of evolutionary variational inequalities which possesses three free boundaries 
(optimal exercise boundaries). As an application, the following main results is obtained. The optimal 
exercise boundary of American put options with three-state regime switching volatility in the bear- 
ish (bullish) market is higher (smaller) than that of standard American put options and the price of 
American put options with three-state regime switching volatility in the bearish (bullish) market is 
smaller (higher) than that of standard American put options on some conditions. The optimal exercise 
boundary of American put options with three-state regime switching volatility in the oscillatory market 
is smaller (higher) than that of standard American put options and the price of American put options 
with three-state regime switching volatility in the oscillatory market is higher (smaller) than that of 
standard American put options on some conditions. 
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